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Beugungsmikroskopie polydisperser Systeme
1. Interferenztheorie eines Haufwerks globuldrer Partikel

Von D. JoeErcHEL

Aus dem Fritz-Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft Berlin-Dahlem
(Z. Naturforschg. 12 a, 123—140 [1957] ; eingegangen am 3. Dezember 1956)

Die Analogie zwischen Rontcen- und lichtoptischen Fraunnorerschen Beugungsdiagrammen wird
dazu benutzt, die Réntcen-Kleinwinkelstreuung von Systemen regellos verteilter globuldrer Partikel
mit Maxwerr-artiger GroBenstatistik zu untersuchen. Fiir den zweidimensionalen Fall von Kreis-
scheibchen wird die Hosemannsche Interferenztheorie polydisperser Haufwerke derart erweitert, daf
die Streuformeln sowohl die sog. kontinuierliche Kleinwinkelstreuung (,,Festkorper vom Gastyp®)
zu beschreiben vermogen, die mit wachsendem Streuwinkel monoton abnimmt, als auch die diskon-
tinuierliche Kleinwinkelstreuung (,,Festkorper vom Fliissigkeitstyp“), solange hochstens ein diffuses
Fliissigkeitsmaximum auftritt. Der Grenzfall, nimlich das Auftreten einer horizontalen Wende-
tangente im Streubild, ist dadurch ausgezeichnet, daf} im III-(II-) Dimensionalen die Polydispersitit
der Bausteine gleich ihrer Packungsdichte (plus 0,1) ist.

Unter Beugungsmikroskopie werden Aufnahme
und hypothesenfreie Auswertung Fraunnorerscher
Beugungsbilder verstanden. Beschreibt man die
Struktur eines Beugungsdiaphragmas durch die
Ortsfunktion der Transparenz, erhélt man als Beu-
gungsamplitude die Fourier-Transformierte der
Transparenzfunktion!. Verwendet man als Beu-
gungsdiaphragmen Modelle, die aus einer grofen
Anzahl verschieden grofier ,,Bausteine* (z.B. Kreise)
bestehen, dann lassen sich aus dem Beugungsbild
dieser Struktur gewisse statistische Aussagen gewin-
nen, die man bei einer direkten lichtoptischen Ver-
groBerung nur durch mithsames Ausmessen und
Auszihlen erhalten konnte. Dazu gehoren Parameter
der Bausteingroflenstatistik, bevorzugt vorkommende
Absténde zwischen den Partikeln oder Schwankun-
gen der Identitatsperiode bei kristallinen Stoffen.
Eine besondere Bedeutung gewinnt die Methode da-
her im Hinblick auf Probleme der RonTcEN-Struktur-
analyse. Zwar ist der physikalische Vorgang bei der
Streuung von RénteEN-Strahlen durch ein Praparat
ein anderer als bei der optischen Beugung, die
Streuamplitude hingt jedoch auch hier iiber die
Ewarpsche? Konstruktion eng mit der Fourier-
Transformierten der Elektronendichteverteilung des
Préparats zusammen. Sieht man vom Polarisations-
faktor und dem durchdringenden Anteil des RONTGEN-
Primirstrahls ab, dessen Analogon im lichtoptischen
Falle nicht auftritt, entsprechen sich beide Arten von

! R. Hosemany u. D. Joercuer, Z. Phys. 138, 209 [1954].

2 P. P. Ewarp, Ann. Phys., Lpz. 54, 519 [1917] ; Proc. Phys.
Soc., Lond. 52, 167 [1940].

3 J. A. Prixs, Naturwiss. 19, 435 [1931].

4 L. Brace, Z. Krist. 70, 475 [1929]; A. W. Hansox u. H.
Lipson, Acta Cryst. 5, 145 [1952].

Beugungsbildern vollig, wenn man die Transparenz-
funktion der Elektronendichteverteilung einer zwei-
dimensionalen Struktur gleichsetzt. Eine Umrechnung
auf die Streuung an dreidimensionalen Systemen,
fiir die kein lichtoptisches Analogon existiert, ist im
Rahmen der hier zugrunde liegenden geometrischen
Interferenztheorie leicht moglich. Die Beugungs-
mikroskopie ist daher ein interessantes Hilfsmittel,
Fragen der RontcEN-Strukturanalyse an Hand zwei-
dimensionaler Modelle zu untersuchen.

Die Idee lichtoptischer Analogversuche ist nicht
neu. So hat 1931 bereits Prins 3 regellos auf einer
Glasplatte verteilte Samenkérner als zweidimensio-
nales Flissigkeitsmodell benutzt und die Beugungs-
bilder solcher Strukturen diskutiert. Bracs, Hanson
u. a.* verwendeten nach dem photographischen ,,Flie-
genaugenprozel“ hergestellte periodische Strukturen,
TavLor u.a.® in Messingblech oder Karton gestanzte
Lochanordnungen als Beugungsmodelle zur Unter-
suchung spezieller kristallographischer Probleme.

Hier soll ein Komplex des z. Zt. noch umstrittenen
Gebietes der sog. Ronrtcen-Kleinwinkelstreuung be-
handelt werden.

Dieses Streuphénomen, das zuerst in den Jahren
1930 — 1934 an hochpolymeren und kolloiden Pré-
paraten beobachtet wurde 6, rithrt bekanntlich von
Inhomogenitéten des durchstrahlten Systems in kol-
loiden Dimensionen her, die dem 10 — 100-fachen
der RéntcEn-Wellenldnge entsprechen. Rein phiéno-

5 C. A. Tavror, H. Lipsox u. R. M. Hinog, Acta Cryst. 4, 261
u. 458 [1951].

6 P. Kisanamurti, Indian J. Phys. 5, 473 [1930]; H. Magrk,
Physik und Chemie der Zellulose, Berlin 1932, S.139;
B. E. Wagrgen, J. Chem. Phys. 2, 551 [1934].
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menologisch kann man zwischen ,kontinuierlicher
und ,,diskontinuierlicher” Kleinwinkelstreuung un-
terscheiden, je nachdem die Intensitit mit wachsen-
dem Streuwinkel monoton abfillt oder aber ein, sel-
ten mehrere diffuse Nebenmaxima aufweist. Zahl-
reiche Untersuchungen haben gezeigt, daf} die Klein-
winkelstreuung ,hinreichend verdiinnter Systeme*,
in denen die Abstidnde der kolloiden Teilchen grof}
gegen ihre Ausdehnung sind, als interferenzfreie
Superposition der Beugungsbilder der einzelnen
Partikel aufzufassen ist. Man spricht dann von einer
»reinen Partikelstreuung®“. Mehrere Verfahren wur-
den angegeben, aus dieser Streukurve Aufschluf}
uber Grofle und unter Umstidnden auch iiber Gestalt
der Teilchen zu erhalten.

Dagegen gehen die Ansichten auseinander, inwie-
weit bei dichter gepackten Systemen interpartikulare
Interferenzen eine Rolle spielen oder nicht, und wie
diskontinuierliche Streukurven ausgewertet werden
konnen. Eine Reihe von Forschern hilt, ausgehend
von den Guinierschen 7 Uberlegungen, bei kontinuier-
licher Kleinwinkelstreuung die Komponente der rei-
nen Partikelstreuung fiir dominierend und betrachtet
Phasenbeziehungen zwischen den Teilchen nur als
eine vernachlassigbare Korrektur (sog. ,,Flissigkeits-
komponente®).

Insbesondere haben Hoseman~ 8, Suurt und Roess ?
fur diese Falle Verfahren angegeben, mittlere Teil-
chengrofle und mittlere Schwankung der Radien-
statistik (Polydispersitdt) zu berechnen. Dariiber
hinaus hat Hosemann 1% in seiner Interferenztheorie
der polydispersen Haufwerke durch Abschatzung der
Flissigkeitskomponente errechnet, dal immer, wenn
die Polydispersitat der Teilchen grofler als ihre
Packungsdichte ist, ein von ihm angegebenes Aus-
wertverfahren nach reiner Partikelstreuung zum

Ziele fiihrt.

Andere Forscher, insbesondere Krarky
Porop 12, messen dagegen dem Einflull der rdum-
lichen Anordnung der Teilchen auf das Streubild
wesentliche Bedeutung bei.

11 ynd

7 A. Guinier, J. Chim. Phys. 40, 133 [1943]; Thes. Ser. A,
Nr. 1854 [1939], Univ. Paris.

8 R. Hosemaxy, Z. Phys: 113, 751 [1939]; 114, 133 [1939] :
Z. Elektrochem. 46, 535 [1940].

9 C.G. Suurr u. L. C. Rogss, J. Appl. Phys. 18, 295 u. 308
[1947].

10 R. Hosemaxy, Kolloid Z. 117, 13 [1950] ; 119, 130 [1950].

11 0. Kratky u. G. Porop, J. Coll. Sci. 4, 35 [1949].

12 G. Porop, a) Z. Naturforschg. 4 a, 401 [1949] : b) Kolloid
Z. 124, 83 [1951]; 125, 51 [1952].
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Ziel der vorliegenden Arbeit ist es,

1. die Theorie der polydispersen Haufwerke fiir den
zweidimensionalen Fall von Kreisscheibchen durch
konsequente Beriicksichtigung der Fliissigkeitskom-
ponente derart zu erweitern, da} durch sie auch die
diskontinuierliche Kleinwinkelstreuung mit einem
Flissigkeitsmaximum beschrieben werden kann;

2. (s. Anm. '3) lichtoptische Beugungsversuche an
geeigneten zweidimensionalen Modellen durchzu-
fithren;

3. aus den Streuformeln zweckmiflige Auswertver-
fahren zu entwickeln und die danach aus dem Beu-
gungsbild gewonnenen Strukturparameter mit den
wahren, durch Auszéhlung aus dem Modell erhal-
tenen zu vergleichen, bzw. zu untersuchen, inwie-
weit beim Auftreten eines Flissigkeitsmaximums
die Auswertung nach bekannten Verfahren, die
diesen Effekt vernachldssigen, verfélscht wird und
daher zu modifizieren ist;

4. die Ergebnisse und die gewonnenen Verfahren
auf den dreidimensionalen Fall umzurechnen.

Es wird sich zeigen, daBl die Theorie der poly-
dispersen Haufwerke, durch experimentelle Beu-
gungsbilder veranschaulicht und auf ihre Richtigkeit
gepriift, den Ubergang zwischen einem véllig den
Gasinterferenzen (DEsyEe %) entsprechendem Streu-
phanomen und typischen Streukurven zu beschrei-
ben gestattet, wie sie Flissigkeiten (ZerNikE und
Prins 1%, Desve und MEenke ) erzeugen. Ripey 7
unterscheidet, je nachdem das eine oder andere
Streubild beobachtet wird, zwischen ,Festkorpern
vom Gastyp“ und ,,vom Flissigkeitstyp®.

§ 1 —§ 4. Die Streuformel

§ 1. Die allgemeine Streuformel fiir polydisperse
Systeme

Die grundlegenden Arbeiten von Desye und
Me~kEe 16 sowie ZERNIKE und Prins !> haben gezeigt,
wie die Streubilder von Flissigkeiten und amorphen

13 Die Punkte 2 bis 4 werden in Teil II behandelt: D. JoEr-
cueL, Z. Naturforschg. 12a, [1957], im Druck; im folgen-
den mit II zitiert.

14 P Desye, Ann. Phys., Lpz. 46, 809 [1915]; Phys. Z. 28,
135 [1927].

15 F. Zernike u. J. A. Prixs, Z. Phys. 41, 184 [1927].

16 P, Desyve u. H. Meske, Erg. techn. Rontgenkd. 2, 1 [1931].

17 D. P. Riey, Proc. Conf. Ultraf. Struct. Coals and Cokes.
B.C.U.R.A., London 1944, S. 232.
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Festkorpern unter Beriicksichtigung der raumlichen
Anordnung der Teilchen durch eine Abstandsstati-
stik P(r) erklart werden konnen. Bei der Behand-
lung polydisperser Systeme tritt in zweifacher Hin-
sicht eine Komplikation auf: 1. Man hat eine Sta-
tistik H (z) der Partikelradien x zu beriicksichtigen,
und 2. muB fiir jede Kombination zweier Baustein-
sorten mit den Radien z und y eine partielle Ab-
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standsstatistik P,,(r) angenommen werden, die
auBerdem mit der PartikelgroBenverteilung gekop-
pelt ist, da in der Umgebung kleiner Bausteine auch
kleine Abstinde bevorzugt auftreten.

Unter Beachtung dieser Forderungen haben Hosk-
MANN 10 und Fourner '8 als Erweiterung der Zgr-
NIKE — PriNs-Formel folgenden Ausdruck angege-

ben 19:

F{a) — Felu) :N/H(r) F2(u) do— f” //H(I)H(y) Fo(u) Fy(w) Buy(u)-dz dy 1)
0 0 0
il /f,y(u)z/'[1_P,J,(r)]5?2jf’4nr2dr=g[1_Pw(r)]. (2)

0

Es bedeuten:

r = Radiusvektor im physikalischen Raum. Wegen
der Kugelsymmetrie tritt nur der Absolut-
betrag des Ortsvektors auf.

u= 4 ]: @ das 2 m-fache des Betrages des reziproken

Ortsvektors b im Fourier-Raum. 2 ¢ = Streu-
winkel; 2 = Wellenldnge.

x,y = Radien der Bausteine; H(z), H(y) ihre zah-
lenmiBigen Haufigkeiten; Fz(u), Fy(u) ihre
Strukturamplituden.

Py (r) = die Partialabstandsstatistik vom Schwerpunkt
einer Bezugspartikel mit dem Radius z zu den
Schwerpunkten aller Partikel, die den Radius
y haben.

vr = das mittlere von einer Partikel samt ihrer Um-
gebung beanspruchte Volumen (nach Hose-
MmanN 10 Sphirenvolumen®).

N = mittlere Teilchenzahl im durchstrahlten Vo-
lumen V.

Iy (u) ist die Volumstreuung. Sie tritt praktisch nur bei
experimentell nicht mehr beobachtbaren kleinsten Win-
keln auf und wird meistens vernachlédssigt (vgl. § 7).

Der erste Summand auf der rechten Seite von
Gl (1) ist die Komponente der reinen Partikel-
streuung, im folgenden mit /p bezeichnet. Der zweite
Summand ist die sog. Flissigkeitskomponente Iy
und enthalt als charakteristisches Glied den Partial-
wirkungsbereichfaktor f,, (Hosemann1!?), das ist
die Fourier-Transformierte (Symbol ) der Ab-
standsfunktion [1—P,,(r)]. Sie zu berechnen, ist
der Hauptpunkt dieser Arbeit (vgl. § 8).

18 G. Fourner, Bull. Soc. Franc. Min. et Crist. 74, 39 [1951].
19 Primarintensitit und Polarisationsfaktor, die bei unseren
Betrachtungen nicht interessieren, werden gleich 1 gesetzt.

Im Grenzfall monodisperser Systeme wird H(x)
eine Punktfunktion, und man erhilt mit x=y die
bekannte Formel 15

I(w) —Iy(u) =N F2(u) [1_ 5.:%) . (la)

f(u) wird nach Hosemann 12 Wirkungsbereichfaktor,
nach Guinier 2° und Fourner '8 , Storvolumen® ge-
nannt. '

Fir jede P,,(r)-Statistik gelten die gleichen De-
finitionen und Bedingungen wie fiir die DeBvEsche
a priori Wahrscheinlichkeit: 1. Der rdumlichen Iso-
tropie des Systems wegen ist sie kugelsymmetrisch;
2. innerhalb des Undurchdringlichkeitsbereiches
zweier Partikel, gegeben durch die Summe der Ra-
dien z+y, hat sie den Wert 0; 3. aulerhalb
jenes Bereiches (nach Hosemann!®  Wirkungs-
bereich“), in dem sich irgendwelche Nahordnungs-
effekte auswirken, die mathematisch zu beschreiben
oder experimentell zu ermitteln das entscheidende
Problem ist, hat sie ihren konstanten Endwert 1 er-
reicht, d. h., alle Teilchenabstidnde sind gleichwahr-
scheinlich; 4. das Volumintegral tiber die Gesamt-
abstandsstatistik muf} einer allgemeinen Forderung
geniigen [siehe Gl. (3)]; 5. zdhlt man, ein beliebi-
ges Teilchen der Sorte mit dem Radius z als Bezugs-
partikel wihlend, die Abstdnde zu allen Schwerpunk-
ten der Teilchen mit dem Radius y aus, soll sich
jedesmal dieselbe P,,-Statistik ergeben; 6. da diese
Voraussetzung sicher nicht fiir Bezugspartikel gilt,

20 A. Guinier u. G. Fourner, Small-Angle Scatt. of X-Rays,
New York 1955.
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deren Abstand zum Systemrand kleiner als ihr Wir-
kungsbereich ist, mul das Systemvolumen hinrei-
chend grof} gegen jeden Partialwirkungsbereich vor-
ausgesetzt werden, damit storende Randeffekte ver-
nachlédssigbar sind.

Einen interessanten Ausdruck liefert die Streu-
formel (1) fiir verschwindenden Streuwinkel. Wie
man sofort erkennt, tritt fiir =0 das Voluminte-
gral iiber [1—P(r)] auf, wobei im polydispersen
Fall unter P die Gesamtabstandsstatistik verstanden
werden mufB. Bereits Zervike und Prins 1%, spéter
viele andere Forscher — es sei besonders auf die
Arbeiten von Fourner und Guinier 2! hingewiesen —
haben auf Grund allgemeiner statistischer Betrach-
tungen folgenden Wert dafiir errechnet:

/[I—P(r)] fo—1— ﬁj;ﬁz 1-6.  (3)

1
Ur
Damit lautet die Intensitdts-Nullbedingung:
1(0) —Iy(0) =N (22 — ) + 22 (V2 — N?)
=NA+32No. (4)

Dabei bedeutet v das Volumen eines Bausteins. Im
monodispersen Fall verschwindet der erste Sum-
mand, wihrend der zweite im Falle idealer Misch-
kristalle Null wird. Gewohnlich erscheint an Stelle
von v allgemeiner die Zahl der Elektronen in einem
Teilchen. In unseren Betrachtungen ist sie immer
proportional dem Partikelvolumen (bzw. der streu-
enden Kreisflaiche) angenommen. Gl. (3) entspricht
dann véllig der von Hosemany und Bownarr 22 abge-
leiteten Beziehung fiir nichtkristalline Substanzen.
Auch in der Theorie des idealen Parakristalls (Hose-
MANN 23) tritt diese Beziehung auf.

Die GroBe O, der der zweite Summand in (3)
proportional ist, stellt ein Mal} fir die Unordnung
des Systems dar und liegt bei Abwesenheit von
Uberstrukturen zwischen O und 1. Die beiden Grenz-
falle sind der ideale Kristall (6 =0) und das ideale
Gas (6=1).

6 laBt sich jedoch noch, ohne Verwendung der
Bausteinzahlen und ihren Schwankungen, physika-
lisch anschaulicher beschreiben. In Fortsetzung sta-
tistischer Uberlegungen, die Fourner!® in seiner
Dissertation anstellte, hat Bonart 24 folgenden guten
Niherungsausdruck errechnet, der der Beziehung (3)

21 G, Fourner u. A. Guinier, C. R. Acad. Sci., Paris 228, 66
[1949].
22 R. Hosemanny u. R. Bonart, Z. Phys. 146, 350 [1956].
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dquivalent ist:
0=1—v,/v,; (5)

v, ist der im System vorhandene kleinste kugelfor-
mige Bereich eines Bausteins samt seiner Umgebung,
der gerade noch von Nachbarbausteinen beriihrt
wird, v, der mittlere Wert des ,,Sphédrenvolumens®,
der auch in (1) auftritt. In Systemen mit regelloser
Bausteinanordnung ist v, =v, dem Bausteinvolumen
selber, denn irgendwo werden sich zwei Partikel be-
rithren. Damit gilt fir die von uns betrachteten
Systeme:

0=1-v/v,; v/v,=¢e>=Packungsdichte. (6)

Diesen einfachen Zusammenhang mit der Packungs-
dichte (dem Verhiltnis aller streuenden Volumina
zum Gesamtvolumen des Systems) werden wir spa-
ter benutzen.

Die Beziehung (6) kann man als Definition fiir
eine ,ideal regellose Verteilung® auffassen.

Im polydispersen Fall miifite eine bei grofen
Packungsdichten notwendige Korrektur zu (6) ein-
gefiihrt werden, da zwar bei hinreichend grofer
Polydispersitit €3 beliebig nahe dem Wert 1 zustre-
ben, ¢ jedoch trotzdem nicht Null werden kann. Auf
die Diskussion grofler Packungsdichten wird jedoch
verzichtet (vgl. § 9). Der Intensitatsnullwert (4)
kann im rontgenographischen Falle dann durch eine
Extrapolation bestimmt werden, wenn der Wirkungs-
bereich klein gegen das Gesamtvolumen ist, Iy also
im Fourier-Raum gut von /p + Iy getrennt ist. Fir
unsere Modelle trifft das nicht zu (vgl. §§ 2 und 7).

§ 2. Uber den Zusammenhang zwischen
Streuformel und Beugungsbild

Liegt ein reales System konstanter Teilchenzahl N
vor, so kann man nach ZerNike und Prins 1%, Four-
NeT 2! u. a. die Fluktuation von N zeitlich interpre-
tieren als durch thermische Bewegung verursachte
Schwankung der Bausteinzahlen innerhalb des stets
gleich groflen Streuvolumens. Man erhélt damit einen
Zusammenhang mit der thermischen Kompressibili-
tat.

Diese Deutung versagt jedoch, wenn es sich wie
hier um ,.eingefrorene Systeme“ ohne zeitliche An-

23 R. Hosemany, Z. Phys. 128, 1 u. 465 [1950].
24 In einer noch nicht veriffentlichten Untersuchung.



K. E. Zimex und L. Danw, Die Diffusion von Spaltungs-Xenon aus Uranmetall (S. 167).

Abb. 1. Uran C, zweimal im Vakuum und Al,O;-Tiegel um-
geschmolzen, VergroBerung 75-fach.

G. Marruir und G. Syrse, Nadelkristallwachstum von Alkalihalogeniden (S.174).

Abb. 1. NaCl-Nadelkristalle; links ungewendete Kristalle,
rechts gewendete. Vergroflerung: 5-fach.

Zeitschrift fiir Naturforschung 12 a, S. 126 a



D. JoercueL, Beugungsmikroskopie polydisperser Systeme. I. Interferenztheorie eines Haufwerks globulirer Partikel (S.123).

Abb. 1. Zur Veranschaulichung der ,,Verschmierung von Geistern®. Beugungsbilder ein und desselben Modells 4 ¢ (II, Abb. 9,
£2=0,5), mit den Kollimatorlochdurchmessern 0,1; 0,3 und 0,5 mm aufgenommen, mit stehendem (oben) und bei rotieren-
dem Modell. Links oben erkennt man im Zentralfleck den kreuzformigen Gestaltfaktor der quadratischen Modellbegrenzung.

Zeitschrift fiir Naturforschung 12 a, S. 126 b



BEUGUNGSMIKROSKOPIE POLYDISPERSER SYSTEME I

derung handelt. Dann sind N und 6 riumliche Mit-
telwerte, die man nach Hosemany und BoNarT 22 ex-
perimentell etwa folgendermallen gewinnen kénnte:
Mit einer Schablone, deren Offnung ¥ groB gegen
den Wirkungsbereich, klein gegen das Gesamtvolu-
men V des Systems ist, blendet man nacheinander
alle moglichen Systembereiche aus, zdhlt die Zah-
len N; der darin befindlichen Bausteinmittelpunkte
und kann so N;2 und N;® bestimmen. Es gilt dann:
N:Ni(V/VS). In den ,,Grundlagen einer Beugungs-
mikroskopie® (Hosemany und Bonart2?) wird ge-
zeigt, dall auf einem derartigen Mittlungsprozel
— dort ,,&-Mittelung“ genannt — die Ableitung der
Streuformel von Systemen beruht, in denen eine
Vielzahl von Teilchen und damit Abstandsstatistiken
auftreten. Um die Mannigfaltigkeit aller moglichen
individuellen Konfigurationen zu erfassen, die durch
ein und dieselbe Abstandsstatistik beschrieben wer-
den, geht man von einer unendlich ausgedehnten
Struktur aus, schneidet mittels einer Gestaltfunktion
einen endlichen Bereich ¥ heraus und betrachtet
das Integral iiber alle diese moglichen beliebig ge-
geneinander verschobenen Strukturbereiche.

Es wird in der Untersuchung ferner gezeigt, daB}
der so berechnete Mittelwert fiir die Intensitdt weit-
gehend dem experimentell beobachtbaren Streuver-
lauf eines individuellen Systems entspricht, wenn
man der stets vorhandenen MeBungenauigkeit der
Apparatur (spektrale Breite der Wellenldnge, Diver-
genzen von ein- und ausfallendem Strahl, Auflésung
der Photoplatte usw.) durch eine ,Prézisionsfunk-
tion® (Hosemany 2%) Rechnung trigt. Verfolgt man
niamlich genauer, wie sich die begrenzte Auflosung
beim Beugungsvorgang auswirkt, erkennt man
folgendes: Phasenbeziehungen zwischen einzelnen
Streuzentren werden nur innerhalb begrenzter Be-
reiche Vg der Struktur wirksam, deren Ausdehnung
L, von der GroBe der Prazisionsfunktion bzw. ihrer
Inverstransformierten, der , MeBbereichgestaltfunk-
tion“, abhéngt und die im allgemeinen wesentlich
kleiner ist als die Ausdehnung L der gesamten
durchstrahlten Struktur. Alle Abstande grofer als Lg
werden nicht mehr aufgelost und mitteln sich zu
Null. Im Beugungsbild scheinen sich also die Intensi-
taten aller moglichen aus der Gesamtstruktur aus-
blendbaren Bereiche Vs zu iiberlagern, so dal sich
die individuelle Struktur in bezug auf das durch die

25 R. Hosemann u. S. N. Baccnr, Z. Phys. 135, 50 [1953].
26 Priparatdimension L ~0,1 mm; Auflésung Lg==2000 A.
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Prizisionsfunktion verschmierte Beugungsbild wie
der oben erwahnte Mittelwert der Struktur verhilt,
und zwar um so besser, je kleiner das Verhiltnis
V[V ist. Mit anderen Worten: Die individuellen
Feinheiten des experimentellen Beugungsbildes
— genannt ,,Geister“ — werden um so mehr zum
kontinuierlichen mit dem MeBfehler behafteten Mit-
telwert verschmiert, je mehr Bausteine die Struktur
besitzt und je schlechter die Auflésung ist. Im ront-
genographischen Fall ist nun selbst unter guten ex-
perimentellen Bedingungen 26 stets V/V <1078, und
man beobachtet daher praktisch den der Streuformel
entsprechenden Mittelwert. Nach der Bezeichnungs-
weise von HosEmany 2% gehoren der theoretische Mit-
telwert und die beobachtbare Intensitit, beide mit
ein und demselben MeBfehler gefaltet, demselben
ununterscheidbaren Funktionenkomplex an. Das
trifft aber nicht auf unsere lichtoptischen Modell-
versuche zu. Die in einem Modell unterzubringenden
Bausteinzahlen sind um GréBenordnungen kleiner
als in Realsubstanzen, und die Auflsung bei feinem
Kollimatorloch ist so gut, daf} stets Geister im Beu-
gungsbild auftreten (Abb. 1 **, links oben). Durch
kiinstliche Verschlechterung der Auflésung, namlich
durch Wahl eines grofleren Kollimatorloches, wird
das Verhiltnis V/V verkleinert und mit zunehmen-
der Verschmierung der Geister entsteht ein kontinu-
ierlicher Intensititsverlauf, der sich immer mehr
dem mit dem MeBfehler behafteten Mittelwert ni-
hert (Abb. 1, obere Reihe).

Betrachtet man als Linearausdehnung der Pra-
zisionsfunktion die Durchmesser 0,1; 0,3 bzw. 0,5
mm der Kollimatorlocher, dann errechnen sich auf
Grund der experimentellen Bedingungen (vgl.II, § 2)
als Breiten fiir die MeBbereichgestaltfunktion etwa
6; 2 bzw. 1,2 mm. Damit wird das Verhaltnis V/V
von 1:6 auf 1:60 bzw. auf 1 :160 ,verbessert®,
da die Modelle 15X 15 mm grof} sind. Durch Dre-
hung des Modells wéihrend der Aufnahme wurde
schlieBlich noch Rotationssymmetrie erreicht und
eine fiir die Photometrierung wichtige Kontinuitat
der Schwirzung (Abb. 1, untere Reihe). Die obere
Grenze fiir die Kollimator6ffnung ist durch die For-
derung gegeben, daf} die Ausdehnung der Prazisions-
funktion kleiner sein muf} als Feinheiten des mitt-
leren Streuverlaufs, also insbesondere als die Breite
der Flissigkeitsringe. Das war bis zu Kollimator-

** Abb. 1 auf Tafel S.126b.
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offnungen von 0,5 und 0,8 mm Durchmesser der
Fall. Lediglich die steil abfallende Volumstreuung
(§ 7), deren Breite in die Dimension der Kollimator-
offnungen fallt, wird dadurch verfalscht.

§ 3. Partikelstreuung und Guiniersche Naherung

Bei zunehmender Verdiinnung eines Systems wird
die Grofle v, in (1) — das mittlere, einem Teilchen
samt Umgebung zustehende Volumen — immer gro-
Ber, und man kann in Ubereinstimmung mit experi-
mentellen Ergebnissen die /p-Komponente vernach-
lassigen. Man spricht dann von einer reinen Partikel-
streuung, und die Streuformel besteht nur aus dem
ersten Summanden von (1), oder allgemeiner ge-
schrieben

I(u) =N-F?(u) .

14 angegebene Formel

Das ist die bereits von DEBYE
fir ein Molekiilgas.
Die Auswertung der Partikelstreukurve polydis-

perser Systeme kann nach zwei Prinzipien erfolgen:

1. Man betrachte die Kurve im gesamten Winkel-
bereich und errechnet durch MerLin- bzw. HANKEL-
Transformation die unbekannte Partikelstatistik.
Verfahren dieser Art wurden von Risemann 27,
Bauer 28, Rogss 2? und JeLLiNexk u. a. 3° angegeben,
besitzen jedoch vorwiegend theoretisches Interesse.
2. Man setzt eine bestimmte Form der Partikelstati-
stik an, die durch zwei Parameter (etwa den mitt-
leren Bausteinradius und die Schwankung der Ra-
dien) charakterisiert ist, berechnet die Schar dieser

Streukurven und vergleicht sie mit der experimen-

tellen Kurve oder bestimmt die Parameterwerte

direkt aus der Streuintensitit in einem zweckmaBi-
gen Diagramm (vgl. II, § 5).

Diese ,,Parametermethode* hat gegeniiber der
Transformationsauswertung den Vorzug der Ein-
fachheit, man benotigt nicht den gesamten Streu-
bereich und auBerdem erweisen sich zweckmaBige
Auswertverfahren als relativ unempfindlich gegen-
iiber Verfilschungen der /p-Komponente durch un-
bekannte Fliissigkeitsstorungen. Die einschranken-
den Voraussetzungen fiir ihre Anwendung sind:
a) eine einfache Form der PartikelgréBenverteilung
(§ 5) und diskrete globuldre Teilchen. RoEess und

SuurL ® haben Streukurven polydisperser rotations-

27 J. Risemany, Acta Cryst. 5, 193 [1952].
28 S, H. Baugr, J. Chem. Phys. 13, 450 [1945].
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elliptischer Partikel berechnet, und es zeigte sich,
daf} eine eindeutige Auswertung nicht mehr gelingt,
wenn das Achsenverhiltnis der Teilchenform wund
die Polydispersitit als unbekannt angenommen wer-
den.

Nach Guinier 7 kann man den Bausteinfaktor F?
immer durch eine Exponentialfunktion beschreiben,
in die der sog. Streumassenradius R, des Teilchens
eingeht. Das Streubild ist namlich, solange die Par-
tikel in einer Richtung nicht viel ausgedehnter als
in einer anderen ist, von der Form nahezu unab-
hangig und wird im wesentlichen durch die Schwan-
kungsbreite der Bausteinstruktur bestimmt. R, ent-
spricht dem polaren Tragheitsradius der Partikel-
streumasse in bezug auf ihren Schwerpunkt. Die
Néherung lautet:

Fz(u) — 2 e (R 1112/3;

(III-dimensional)

F?2 (u) =2 e (Rgu?l2 (7)
(IT-dimensional)

v ist das Volumen bzw. die Fliache des Teilchens.

Fir globuldre bzw. kreisf6rmige homogenstreuende

Partikel gilt: ™

R<=V3/5R (Kugel), R.=70,5R (Kreis). (7a)

Wie ein Vergleich dieser Kurven mit den exakten
Funktionen (BesseL-Funktion der Ordnung 3/2
bzw. 1 fiir Kugel bzw. Kreis) zeigt, sind die Nahe-
rungen bis zu Werten u R<3 gut (Abb. 2). Die

ol

UR —>—

Kreisfaktor; — — — Guiviersche Niherung;
-------- Kugelfaktor; ————— Guiziersche Niherung.

Flanke des Hauptmaximums, die meistens nur inter-
essiert, wird wiedergegeben, die schnell abklingen-
den Nebenmaxima nicht. Im monodispersen Fall
liefert die Auftragung von F? im (log/ — u?)-Dia-
gramm eine Gerade (II, § 5b).

Im polydispersen Fall 1at sich die Giiltigkeits-
grenze von (7) nicht so leicht iiberblicken. Es liegt
jedoch nahe, an Stelle von R den massengemittelten

29 L. C. Rogss, J. Chem. Phys. 14, 695 [1946].
30 M. H. Jeruinex, E. Sovomon u. I. Fankuceex, Ind. Engng.
Chem. Amal. Ed. 18, 172 [1946].
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Radius z einzufithren und entsprechend zu fordern:

u<z/3. (8)
Ein Vergleich der von Roess und SuurL® mittels
exakter Besser-Funktionen errechneten polydisper-
sen Streukurven mit den auf Grund von (7) be-

rechneten rechtfertigt die Grenze (8), die spiter
beachtet werden mull. Zwar besitzen die Baustein-

faktoren von Teilchen mit einem Radius <z in die-
sem Bereich Nebenmaxima, die von der Naherung
nicht wiedergegeben werden, andererseits werden
durch die Uberlagerung aller Kreis- bzw. Kugel-
faktoren F,?> mit verschiedenem z die individuellen
Nebenmaxima bereits bei geringer Polydispersitat
zu einem kontinuierlichen Verlauf gemittelt, der
noch iiber die angegebene Grenze hinaus etwa dem
monotonen Abfall einer e-Kurve entspricht.

§ 4. Die Fliissigkeitskomponente und die
Abstandsstatistik

Liegen Streubilder vor, in denen die Kompoenente
Iy der Formel (1) nicht vernachlassigbar ist, eroff-
nen sich im monodispersen Fall zwei Auswertmog-
lichkeiten: Entweder bestimmt man durch Fourier-
Inverstransformation die unbekannte Abstandsver-
teilung P(r), wobei allerdings die Partikelstreuung
bekannt oder experimentell separierbar sein muf}
(z. B. Zernike und Prins !, Desve und MEeNkE 16,
Wargren 31, GincricH 32), oder man macht iiber P(r)
plausible Ansitze und vergleicht die damit errech-
neten Intensitiaten mit den experimentellen. Abb. 3

P P P P Py
1 l— 1 L 1 [—— 1 F— q ’_‘—
2R r 2R r ab r 2R r Xty Wiy
a) b) C) d) 3 e) €
Abb. 3. Verschiedene Abstandsstatistiken P (r). a) Desye 14;

b), ¢) Gincrica-Warren 322, Lunp-Vineyarp 320, Yupowrrcn 33;
d) Porop 12b; e) Hosemany 10,

zeigt einige solche Abstandsstatistiken, wie sie je
nach den speziellen Voraussetzungen von verschie-
denen Autoren benutzt wurden. Dazu gehoren auch
die von ZerNike und Prins1® fiir ein eindimensio-
nales Modell streng abgeleiteten Abstandsfunktio-
nen, die von Krarky33 errechneten Verteilungen
von Kugelpackungen, fiir die er, von hoher Sym-
metrie ausgehend, die mit abnehmender Dichte mog-
31 B, E. Warzex, J. Appl. Phys. 8, 645 [1937].

32 N. S. Givericr, Rev. Mod. Phys. 15, 90 [1943].
322 N.S.Gingrica u. B.E. Warren, Phys. Rev. 46,248 [1934].
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lichen Lageverwacklungen beriicksichtigte, und die
neuerdings insbesondere von Fourner 3¢ auf Grund
thermodynamischer Betrachtungen errechneten Funk-
tionen, in denen Ergebnisse der kinetischen Flissig-
keitstheorien von Born und GREEN verwertet wur-
den. Abb.3d zeigt eine von Porop!? fiir einen
regellosen Kugelhaufen angegebene Verteilung, die
allerdings nur fiir Packungsdichten kleiner als 0,1
gilt.

Die Konstruktion einer allgemeingiiltigen Ab-
standsstatistik nach einem statistisch einwandfreien
Gesetz ist jedoch noch nicht gelungen.

Im polydispersen Fall ist, wie Fourner !® zeigte,

eine Inverstransformation mit dem Ziele, P,,(r) zu
bestimmen, im allgemeinen nicht durchfiihrbar. Man
ist also auf geeignete Ansitze angewiesen. Obwohl
die Abstandsverhaltnisse hier noch uniibersichtlicher
werden als im monodispersen Fall, verliert doch das
ganze Problem dadurch an Bedeutung, daf} Inter-
ferenzen erzeugende Ordnungszustinde in Mischun-
gen verschieden grofler Partikel viel unwahrschein-
licher sind als in monodispersen Systemen. Diese
naheliegende Vermutung wird durch zahlreiche ex-
perimentelle Ergebnisse erhartet.

Hosemann 1 behandelte dieses Problem im Hin-
blick auf Auswertung erstmalig quantitativ und kam
durch Abschitzung der Flussigkeitskomponente zu
dem Schlu}, da} immer, wenn die Polydispersitét
groBer ist als die Packungsdichte, ein von ihm an-
gegebenes Auswerteverfahren zum Ziel fithrt (II,
§2d).

Seine Uberlegungen beim Ansatz fiir die Partial-
abstandsstatistik sind die folgenden: Beobachtet man
eine Kleinwinkelstreuung mit héchstens einem Maxi-
mum, muf} die dem System zugrunde liegende Ge-
samtabstandsstatistik eine einfache Form besitzen,
gleichgiiltig, wie im einzelnen die Partialabstands-
statistiken beschaffen sein mogen. Jede P,,-Vertei-
lung setzt ja an der Grenze eines anderen Undurch-
dringlichkeitsbereiches z+% ein, und alle diese
Grenzen sind gemill der Partikelstatistiken H (z)
bzw. H (y) kontinuierlich gegeneinander verschoben.
Bei der Uberlagerung zur Gesamtstatistik werden
alle Feinheiten mit Ausnahme der markanten ersten
Maxima nivelliert, die sich zu einem diffusen Haupt-
maximum verbreitern. Darum braucht man sich iber
den im einzelnen sicher komplizierten Verlauf einer
32b L.H.Lu~sp u. G.H.Vixevarp, J. Appl. Phys. 20,593 [1949].

33 0. Kratky, Z. Phys. 34, 482 [1933].
3% G. Fournet, Acta Cryst. 4, 293 [1951].
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P,,-Verteilung keine Gedanken zu machen, es ge-
niigt, ihr im Ansatz nur jene Eigenschaften zu ver-
leihen, die den Verlauf des Beugungsbildes bestim-
men und die durch die Bedingungen (1) bis (6)
(§ 1) gegeben sind. Abb. 3 e zeigt die von HosEmann
gewidhlte " P,,-Funktion, die in modifizierter Form
spater verwendet werden wird (§ 8).

Guinier und Fourner2?, Smuir und Rogss
Yupowrrcu 35, Heyn 36 u. a. sind ebenfalls zu der
Uberzeugung gelangt, dafl die Auswertmethoden fiir
verdiinnte Systeme auch noch ,,in guter Ndherung®
gelten, wenn man zu dichteren Packungen tibergeht.

Porop 2" hat, ebenfalls ein polydisperses Kugel-
haufwerk als Modell annehmend, eine analoge Rech-
nung mit der einfachen DeBye-Statistik (Abb. 3 a)
als P,,-Funktion durchgefiihrt, die nur den Un-
durchdringlichkeitsbereich zweier benachbarter star-
rer Kugeln beriicksichtigt und sonst Gleichwahr-
scheinlichkeit fiir alle Abstdnde annimmt. Die so er-
rechnete Streuformel versagt — wie bereits im niono-
dispersen Falle erkannt wurde — fiir Packungsdich-
ten groBer als 0,125, da dann unter kleinen Winkeln
negative Intensitdten entstehen. Das héngt natiirlich
damit zusammen, daf} eine Gleichverteilung in dich-
ter gepackten Systemen nicht maoglich ist, vielmehr
dann in der Nachbarschaft jedes Bausteins gewisse
Abstiinde bevorzugt auftreten miissen. Nur fiir sehr
verdiinnte Systeme (Gase) wird der Streueffekt in
guter Naherung richtig wiedergegeben (vgl. § 9).

Die Unzulinglichkeit des Desve-Ansatzes wird
auch sofort deutlich, wenn man die Bedingung (3)
priift. Unter Benutzung von (6) sollte gelten

[-P()]dv=v;
es ergibt sich aber aus Abb. 3 a:
[11-Py(r)1dv=8v (Pp—Desve-Ansatz). (3b)

Man hat also offenbar auf alle Fille eine Statistik
zu wihlen, die sich im Wirkungsbereich irgendwie
iber den Wert 1 erhebt, damit das sonst zu grof}
ausfallende Integral (3b) entsprechend reduziert
wird (vgl. § 8).

Die Poropsche 12 polydisperse Streuformel lie-
fert nun beispielsweise bei einer Packungsdichte von
0,1 und einer Polydispersitit g von 0,3 ein deut-
liches Flissigkeitsmaximum. Da mit zunehmender
Dichte (fiir die die Formel nicht mehr zustandig
ist) dieser Effekt natiirlich groBer werden mul,
auBerdem die Hohe des Nebenmaximums nach der

9

3

(3a)

35 K. L. Yupoviren, J. Appl. Phys. 20, 174 [1949].
% A.N.I Hevx, J. Appl. Phys. 26, 519 u. 1113 [1955].
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Formel fast polydispersititsunabhiingig erscheint
(sie steigt um den Faktor &, wenn g von 0,7
auf O absinkt), kommt Porop zu dem Schluf}, daB}
Iy nicht so bedeutungslos sein konne, wie andere
Forscher annehmen. Es zeigt sich jedoch, daf die
Berechnung mit unserem Ansatz (Abb. 4) in Uber-
einstimmung mit den Experimenten geringere Fliis-
sigkeitseffekte liefert, insbesondere, daB unter den
oben genannten Bedingungen noch kein Fliissigkeits-
maximum zu erwarten ist, und daf} die GroBe von
Iy stirker von der Polydispersitit abhéngt als es in
der Porobschen Formel zum Ausdruck kommt.

Es ist ferner interessant festzustellen, daf} die zu-
nichst naheliegende Vermutung, die Berechnung mit
dem Desve-Ansatz konne hochstens zu geringe
Fliissigkeitseffekte liefern, die sich bei Beriicksich-
tigung eines Abstandsmaximums nur noch erhéhen
miilten, im hier betrachteten Falle nicht zutrifft.
Derartige Uberlegungen, zu denen auch die Ergeb-
nisse von Interferenztheorien eindimensionaler Sy-
steme mit in der Tat ungleich stdrkeren Fliissigkeits-
effekten beitragen mogen (Theorie der eindimensio-
nalen Lamellen- und Stibchenbiindel 11 12), diirften
dazu gefiihrt haben, dal der Einflul der Flussig-
keitskomponente bei dreidimensionalen globuldren
Haufwerken bisweilen tiberschitzt wurde.

Auf einen berechtigten Einwand muf} jedoch hin-
gewiesen werden. Porop 12" stellt fest, da die unter
der Annahme starrer diskreter Kugeln errechneten
Ergebnisse allgemein nicht auf dicht gepackte Real-
substanzen angewendet werden konnen. Dann nam-
lich spielt die Teilchenform eine grofe Rolle: Un-
regelmiflig gebaute Partikel konnen sich ja viel
enger beriihren als exakte Kugeln, ihre Abgrenzung
wird rontgenographisch bedeutungslos, und zur Be-
schreibung dieser ineinander iibergehenden Gebilde
mufl man andere Modelle, wie Porop sie skizzierte,
zu Hilfe nehmen. Diese Komplikation soll in der
vorliegenden Untersuchung nicht betrachtet werden.
Wir beschrinken uns auf Packungsdichten bis 0,5,
zumal auch groflere Werte experimentell schwer her-
stellbar sind (vgl. II, § 1). Dazu kommt, daf} die
Diskussion der Streuformeln fiir Packungsdichten
grofler als 0,7 sehr uniibersichtlich wird.

Oftmals bestimmt man aus der Lage eines Flis-
sigkeitsringes am Orte ?,, einen ,,mittleren Abstand
D benachbarter Partikel* nach der Formel von
Keesom 37 und Enrenrest38: 1=0,814-2D-sin?,,.

37 W. H. Keesom u. J. pe Smept, Amst. Akad. 25, 118 [1922].
38 P. Enrenrest, Amst. Akad. 17, 1184 [1915].
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Bereits im monodispersen Fall ist diese Folgerung
nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen berech-
tigt, worauf insbesondere Guinier und Fourner 20,
Porop 1?* und Heyn 3¢ hingewiesen haben. Im poly-
dispersen Fall ist ¥, eine noch weniger aufschluf}-
reiche Grofle, die zur Auswertung gar nicht benutzt
werden wird.

§ 5 —§ 10. Berechnung der Streubilder
zweidimensionaler Modelle

§ 5. Die Maxwell-Statistik
Als Massen- bzw. Flachenhaufigkeit M (z) der Bau-

steinradien z wird eine MaxweLr-artige Verteilung
angesetzt. Bereits Hosemann®, SnurL und Rogess®
und Porop !2 haben bei der Berechnung von globu-
laren Systemen diesen rechnerisch bequem zu ver-
arbeitenden und zugleich plausiblen Ansatz benutzt.
M(x) erhilt man aus der Zahlenhaufigkeit H(z)
durch Multiplikation mit dem jeweiligen Baustein-
volumen v, . Der richtigen Dimensionierung wegen
hat man noch durch das mittlere Partikelvolumen v

zu dividieren 39:

M(z) = 2 HE) =( ) e B

C

9)
/OOM(J:) dz=1.
0

K (n) ist ein Normierungsfaktor und héngt mit der
I'-Funktion wie folgt zusammen:
LI B o Lol B .
%o =05 1“(2 ) n>—1.

Die untere Grenze von n ergibt sich zwangsldufig
aus der Forderung, dal M (z) normierbar, also die
Gesamtstreumasse endlich sein muf}. Es gilt die
Funktionalgleichung

K(m)/K(n+2) = (n+1)/2.  (10)
Nach der allgemeinen Formel

F n ,—y*a =_1_ —(n+1)/2

[yreredy= 2 a , o an

0

3% Die im folgenden angegebenen Gln. (9) bis (15) [mit
Ausnahme der hier anders lautenden Naherung (12)] ent-
sprechen den bei Hosemanx 10 fiir das dreidimensionale
Problem verwendeten. Als Argument erscheint jedoch dort
der ,,Sphirenradius“ z/¢, hier der Bausteinradius z.
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die spater oft verwendet werden wird, lassen sich
folgende Mittelwerte bestimmen, wobei der doppelte
Strich die massenmillige Mittelung von z iber
M (z) andeutet:

_e Ko 1
r=c ~c(n+1) V2n+3 i (12)

K(n+1)
2_c2 K® _ 2n+l
?»=c K(nt2) =g ==, (13)

Das mittlere relative Schwankungsquadrat der Teil-
chenradien ist

goToF  _Ke+D)

z K(n+2) K(n)

1
—lm s (14)
g wird Polydispersitit genannt. Der massenmafig
hdufigste Radius ist

Tn=cVn/2. (15)
In Tab. 1 sind einige n-abhédngige Groflen fiir ver-
schiedene n sowie ihre Naherungen angegeben, die
mit wachsendem n schnell immer besser werden.
Der Parameter n bestimmt die Polydispersitit,
das c gestattet die Anpassung an die absoluten Ra-
dienwerte. n=0 entspricht einer Gauss-Verteilung.
Im monodispersen Grenzfall (g=0) geht n— oo
und es entsteht bei z/c= co eine Punktfunktion.
Der Radius R der Bausteine ergibt sich dann aus
dem Grenzwert
lim ¢V/n/2=R.

c—>0
n— 00

(16)

Durch passende ¢, n-Kombinationen kénnen die mei-
sten in der Natur vorkommenden Verteilungen mit
Hilfe von M (z), gegebenenfalls durch eine Summe
derartiger Funktionen, im Rahmen der Beobach-
tungsfehler beschrieben werden, zumal es gewd6hn-

lich nur auf die Parameter g und z ankommt, die
spezifische Form der Statistik mithin keine bedeut-

- same Rolle spielt.

Fiir die zahlenméBigen Mittelwerte gilt [nach den
Gln. (11) und (13)]:

") n+1
v2=vytc2_i__,

(17)

0 fir n<1,

o
7 c? n—2~ffur n>1.

v=om x>

(18)

Fiir n <1 1aBt sich H(x) nicht mehr normieren.
Theoretisch miiiten in dieser Verteilung Partikel
mit dem Volumen v =0 vertreten sein, die, damit
sie einen von O verschiedenen Beitrag liefern kon-
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n 1/K (n) q gNih. ;/c 1 (;‘/C)Xﬁh. Zm/c ] x2/c
—0,5 1,81 1,11 1,00 | 033 035 | - 0,50
0 0.89 0.75 0,71 0,56 0,58 0 0,71
1 0,50 0,53 0,50 0,89 0,90 ‘ 0,71 ; 1,00
2 0,44 . 0,42 0,41 1,13 1,13 1,00 1.22
5 1,00 0,30 0,29 1,66 1,66 1.58 1,73
10 26,2 0,22 0,21 2,29 2,29 2,24 2,34

0 I 0 0 © © | o ‘ ©

Tab. 1. Einige Bestimmungsstiicke MaxweLr-dhnlicher Verteilungen [mit den Ndherungen (12) und (14)].

nen, in unbegrenzter Anzahl vorkommen miissen.
Praktisch bedeutet das lediglich, dall das natiirlich
stets endliche Volumen v so klein ist, da} man mit
der Relation

o [ 0 fir

=1{n-1
'2 &2
ln+lfur n>1

rechnen darf (vgl. § 10). Im tbrigen erscheint in

n<1,
(19)

der Streuformel spater nur das Produkt No =&V,
das ist das gesamte streuende Volumen, also eine
endliche Systemkonstante.

Quantitative Aussagen im Falle n < 1 iiber die
zahlenmillige Verteilung der kleinen Bausteine las-
sen sich dann natiirlich unter der Annahme der
MaxweLL-Statistik nicht machen.

§ 6. Die Komponente /p der reinen Partikel-

streuung )

Aus GIl. (1) (erster Summand auf der rechten
Seite) folgt mit den Beziehungen (7), (9), (11)
und (17):

Ip(w) :Nvi(l + k2) ~(t3)2
mit dem Argument

k= (uc)2/4.

(20)

(21)

Diese Streuformel findet sich im Zusammenhang

mit der Behandlung rotationselliptischer Teilchen,
deren Rotationsachsen senkrecht zu einem durch
eine Spaltblende erzeugten Facherstrahl stehen, bei
Hosemann ®, dort als ,,P-Aufnahme® bezeichnet.
Man hat es dort gleichfalls mit einem zweidimensio-
nalen Problem zu tun, da nur die Radien x der
kreissymmetrischen Teilchenquerschnitte
werden. Der dabei benutzte Parameter m entspricht
einer Zahlenhdufigkeit und hédngt mit unserem n
nach (9) durch m =n+2 zusammen. Verldaufe der
Kurven fiir verschiedene n bzw. g sind auf Abb. 8
zu sehen.

wirksam

Zu beachten ist der durch die Guiniersche Nihe-
rung (7) begrenzte Giiltigkeitsbereich der Funktion
Iy, der nach (8) und (12) gegeben ist durch

< 92043 45

=4 (n+1)2 (22)

n+1
Die zur Auswertung benutzten Kurvendaten miissen
unterhalb dieser Grenze liegen.

Fir monodisperse Systeme geht (20) in die
Guiniersche Naherung tiber: Ersetzt man nach (15)
¢ durch R Vﬂ, ergibt sich: '

lim N v2 [1+ ("2")2]“(”“)/2 —No?e R (23)
n

n— oo

§ 7. Die Volumstreuung /y

Die Volumstreuung 7y ist das Streubild einer
»Partikel“ mit dem Systemvolumen V, deren Streu-
amplitude der gesamten streuenden Masse, also der
Packungsdichte €2, proportional ist. Bezeichnet man
die Gestaltamplitude mit S(u), gilt

Iy(u) = [2S(u) ]2 Iy(0) = (2V)2= (Nd)2

Der Nullwert, das Quadrat der gesamten Streu-
masse, ist gegen den Nullwert /p(0) =N v* etwa um
den Faktor VN, die mittlere Partikelzahl im System,
grofler. Es leuchtet ein, daf} die experimentelle Sub-
traktion 7(0) —Iy(0) zweier starker grofenord-
nungsmélig gleich hoher Intensititen nur sehr un-
genau durchfiihrbar ist und der kleine Differenz-
wert im Meffehler untergeht. Damit entfallt die im
lichtoptischen Fall prinzipielle Moglichkeit einer Be-
stimmung von Ip(0) + /¢ (0) aus anderen Griinden
als im rontgenographischen Fall, in dem die Volum-
streuung meistens der Ausblendung des durchgehen-
den Primirstrahls zum Opfer fallt. Eine Extrapola-
tion dieses Wertes von grofleren Winkeln her ist
auch nicht durchfiithrbar, da wegen der Notwendig-
keit relativ grofer Kollimatorlocher (§ 2) die steile
I-Flanke verfilscht wird und auBerdem der Wir-
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kungsbereich der Modellstrukturen im Verhiltnis zur
Gesamtfliche zu grof} ist, als daf} /v und (Ip +Iy)
gut genug getrennt wiirden. Auf den spiter inter-
essierenden Kleinwinkelbereich wirkt sich 7y jedoch
nicht mehr aus. Setzt man fir S(u) die Fourier-
Transformierte eines Quadrates der Grofle 15X15
mm? ein (unsere Modellfliche), so zeigt eine ein-
fache Abschatzung, daf die schnell abklingende Vo-
lumstreuung bei allen verwendeten Strukturen be-
reits vor dem /p-Minimum, das bei der Auswertung
eine Rolle spielt, vernachldssigbar ist.

§ 8. Berechnung der Fliissigkeitskomponente Iy

Zusitzlich zu den in § 1 angegebenen Bezeichnun-
gen gelten folgende Symbole:

(x+y)/e=¢,
w bzw. W sind die den Undurchdringlichkeits- bzw.

den Wirkungsbereich kennzeichnenden Faktoren und
bleiben vorlaufig offen. Als Richtlinien fiir den An-
satz einer Partialabstandsstatistik gelten die in § 1
angegebenen Bedingungen und die Hosemannschen
Uberlegungen (§ 5). Die Bausteine werden so regel-
los angeordnet vorausgesetzt, daBl die Gesamt-
abstandsstatistik nur ein Maximum aufweist, mithin
die P,,-Partialverteilung auch nur ein Maximum zu
besitzen braucht. Im polydispersen Fall ist diese
Einschrankung keineswegs so streng, wie es zu-
nachst scheinen konnte (vgl. § 10).

Die in Abb. 4 dargestellte Grundform der Funk-
tion p,,=1—P,, ist naheliegend und entspricht im
Prinzip dem Hosemannschen Ansatz Abb. 3e. Je-
doch soll nun die GréBe o durch Bedingung Gl. (3)
bestimmt werden und nicht wie bei Hosemann 10
durch die Forderung, daf} das Integral iiber 1 —P
gleich dem Sphéarenvolumen der Bezugspartikel ist.

Nach dem vereinfachenden Gesichtspunkt, da}
die Partialstatistik nur die Eigenschaften der Ge-

z+y=z, nl2=v;.

=P,
7 e
\\
AN
\ |5 oy XY Xty
=w L r =Wty
0 W 3 w 6-—_ P
e
Abb. 4. Ansatz fiir die Partial-Abstandsstatistik.

— «— durch Guiniersche Niaherung bedingte ,,Verschmie-
rung®.
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samtstatistik besitzen soll, setzt man am einfachsten
an

[ (Q-P,) dv=0,(1-9). (24)

Mittels der DiricuLErschen Kreisstufenfunktion

[l fir r<R,

D -
r(r) 10 fir r>R

1aBt sich p,, der Abb. 4 folgendermafBien beschreiben:
1 —Pyy=psy=Dw:(r) — o [Dw:(r) — Dw:(r)]. (25)
Aus (24) folgt dann

vr(1—0) —w? v,
vy (w—W?)

(26)

Die weitere Rechnung wird bequemer, wenn man
(25) in zwei Anteile aufspaltet (die Indizes zy wer-
den fortgelassen) :

1 5
P=Pi+P2: P1= gz [W? Dwe—w?Dw:],

Ukl —6) = [DW: = Dw;] .

LR )

Die Fourier-Transformierten [(u) =% p werden,
wie bereits die Bausteinfaktoren, mit Hilfe der Gui-
Nierschen Niherung gebildet. Die entsprechenden
Streumassenradien [vgl. Gl. (7a)] lauten

R2=0,5(W ()2 bzw. 0,5 (w {)2.
Ferner hat man dafiir zu sorgen, dafl die charakte-
ristischen Eigenschaften der beiden p;- und p,-Funk-

tionen auch im Fourier-Raum erhalten bleiben, daB
also gilt

p1(0) = [ Bydv,=1; [p dv=p,(0)=0, (27)
p2(0) = [ Bdv,=0; [ pydv=p,(0) =v,(1-9) .

Man erhilt dann folgende beiden Anteile fiir den
Partialwirkungsbereichfaktor:

w W)2 ve ¢ _prape ey
Bi(u) = T {e~(wtwis _ g=(Wiupls) (28)
Pa(u) = v;;l__jl) {W2 e~ (Weups _ g2 o= (wiu)s)

Unter Verwendung dieser Formeln, die den von
Hosemany 8 fiir den dreidimensionalen Fall berech-
neten entsprechen, gelingt zwar eine Berechnung
von Iy, eine Diskussion und Auswertung dieser
Ausdriicke wird jedoch sehr uniibersichtlich. Be-

quemer auszuwertende Endformeln entstehen, wenn
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man die Kurven (28) durch folgende sehr dhnlichen
ersetzt

Bi(u) = (wW v:)? 'f;* e (WeruvE, (29)

/32(11.) =v.(1 _6) e~ (u)*wwi8 [1 _ (Eéi)zw W] .

Sie erfiillen ebenfalls die Bedingungen (27). Fiir
W =w=1 sind sie mit (28) identisch. Die fiir w <1
und W >1 entstehenden Abweichungen sind fiir
den Fall w=0,7 und W =1,7 (das entspricht einer
Packungsdichte von 0,5, vgl. §9) aus Abb.5 zu
entnehmen. Der Wert u,,, wird durch die Naherung
(29) um etwa 7%, die Hohe des Maximums um
etwa 20% gegeniiber (28) zu groB wiedergegeben.

1 02 l/"\\
’ / N
// R
)
-3 y \\,(/3,
% 5 RN
( X, \\
N
AN
N ﬂz X
NS \\
0 = ==
s - 2
u
_
Vs

Abb. 5. Naherungen fiir die Komponenten des Partial-Wir-

kungsbereichfaktors f(u) =& (1—Pzy) [w=0,7, W=1,7].

Guiniersche Naherung [Gl. (28)]: ; Niherung Gl.

29): ————- . In f, wurde gesetzt: vr(1—0) =v=:2v;/4
mit £2=0,5 [s. Gl. (6)].

Fiir groflere Packungsdichten verringert sich die Ab-
weichung, fiir kleinere nimmt sie etwas zu. Auf alle
Falle ist jedoch dafiir gesorgt, daf} die /p-Wirkung
nicht zu klein in Rechnung gesetzt wird. Im Rahmen
der durch die Guiniersche Niherung sowieso be-
dingten Fehler erweisen sich die Abweichungen im
Endergebnis als bedeutungslos.

Setzt man die Ausdriicke fir H(z), f(z) und
F;(u) [Gln. (9), (29) und (7)] in die Flissigkeits-
komponente Gl. (1), zweiter Summand, ein, ergeben
sich Integrale vom folgenden Typ:

Im= [ ["y" @+y)"
00
C e~ @FPN @A) @Y C Gx dy | (30)

Dieses Integral tritt mit m=3 in einer Veroffent-
lichung von Porop 1?* auf und wurde fiir diesen
Fall streng gelost. Fir m+ 3, wie es bei uns der
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Fall ist, filhrt die dort angegebene Methode nicht
zum Ziel. Dagegen 148t sich eine von Hosemany 19
fir den Fall m=5 entwickelte Losungsmethode
leicht verallgemeinern. Die Transformation z +y =z, -
x—y =tz fihrt auf den Ausdruck
Jpn =2~ @7+D) /Zm+2n+1 e~ LUt (42/2+Ct) + Brj2]
0
‘Lin,¢(z)]1dz, (30a)
+1

Lin,¢(z)] = / (1—2)ne 9@ de s
-1
p(z) =2%[(uw 4)%/2+ B*/2] .

Das bestimmte Integral L (n, ¢) gehort in die Klasse
der I'-Funktionen und laBt sich durch Reihenent-
wicklung 1 auswerten. Abb. 6 zeigt die spéter inter-
essierenden Kurven fiir n=0, 1, 2 und 5. Alle Kur-
ven nehmen mit wachsendem ¢ und mit wachsen-
dem n monoton ab und verlaufen schon bei kleinen

2
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l{n,?)-—:—
/

Abb. 6.

¢-Werten ziemlich flach. Abgesehen von L ist der
Integrand in (30 a) nichts weiter als eine MAXWELL-
ahnliche Kurve, die an der Stelle

2 m+2n+1

Em = (4r42Ct) 4B
ein Maximum besitzt, das um so spitzer und steiler
verlauft, je groBer der Zahler ist. Im Bereich dieses
Maximums &ndert sich der Verlauf von L nur wenig,
so dafl man in guter Naherung diese Funktion am

Orte
(m+2n+1) (u* 42+ B%)

2[u2(42+2 C?) +B?] (31)

Pm (Zm) =

vor das Integral ziehen darf. Der fiir kleine n da-
durch etwas zu grof} ausfallende Wert wird spéter
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in (32) wieder verkleinert. Man erhilt somit als Lo-
sung von (30) unter Verwendung von (11):

2(mi2)—n 1
]mn = 37;27,2 K(m+2n+1) (30b)

. [1 +u2(A2/B2+2C2/B2)]—(m/2+n+1) .

(n, ¥m)

Diese Formel wird zur Berechnung von
Iy =Ip1 (B1) +Ir2(P2)

benutzt, wobei die Parameter folgende Werte an-
nehmen:

(A/B)2=c?/8; B2=1/c?; 2C?)/B>=c2wW/4¢.

In Iy ist m =4, in den beiden Summanden von Iy»
ist m =0 und m = 2. Die entstehenden L-Funktionen,
die zunéchst nach (31) in komplizierter Weise von
n, €, w, W und u abhidngen, variieren erfreulicher-
weise praktisch nur mit n. Wie sich ndmlich spater
zeigt, ist I; nur in der Nahe seines Maximums, Iy»
nur in der Ndhe von u=0 von Bedeutung. Inner-
halb der physikalisch sinnvollen Grenzen fiir die
Parameter €2, w und W und der interessierenden
u-Bereiche dndert sich aber die L-Funktion, wie man
aus Abb. 6 fiir die entsprechenden Argumente ¢ er-
sieht, nur so geringfiigig, dal man sie in bezug auf
diese Variablen als Konstanten behandeln kann. Sie
hdngen dann nur, wie in Tab. 2 angegeben, von n
ab. Faflt man sie mit dem jeweils auftretenden

Faktor
R(n) =K2(n)/2"K(2n+1),

der sich jedesmal durch zweckmiBige Umformung
mit Hilfe von (13) separieren ldft, als Produkt zu-
sammen, ergeben sich dariiber hinaus nahezu Kon-
stanten vom Werte 1 (siehe Tab. 2). In Ip; sind die
geringen Abweichungen von 1 fir n <1 bedeutungs-
los, da Iys < Iy;. Der leichten n-Abhéangigkeit der
Produkte in /p; kann man durch die Nédherung

R(n)-L|n, 2753222 (n+1,5)/(n+2)

2 n+3 (32)

Rechnung tragen, wobei gleichzeitig die durch Na-
herung (32) etwas zu grof} ausfallenden L-Werte
wieder verkleinert werden.

Es ergeben sich damit folgende Endformeln 4°:

40 Bei Hosemanx 10 findet sich eine entsprechende Formel fiir
Iy fiir den dreidimensionalen Fall, die sich auf Grund
des etwas unterschiedlichen Ansatzes und Rechnungsgan-
ges in den Parameterwerten von (33) unterscheidet. So
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Igy= —Nv2 wwm?: B
F1 Nw 2(ﬂ+1,5) o2 (1+ak2)"+3’

[

La+arynit

(n+1) w—f{ ke
C(A+aky)ntz -
(33)

Ig= —N#(1-9)

p2_ @o? - wW

4 g2

Man beachte, dal in /r; der quadratische Mittel-

wert des Partikelvolumens, in Iys nur das Quadrat
des mittleren Volumens auftritt.

Wie man sofort sieht, erfillt (33) die ,,Null-

bedingung“ (4), wenn man mit (20) die Summe
I (0) + 17 (0) bildet.

Es bedeuten: +0,5.

§ 9. Die Abstandsparameter

Durch zweckmiBige Wahl von w und W, deren
Bedeutung aus Abb. 4 hervorgeht, lassen sich die
Ip-Formeln bestimmten Abstandsverhélinissen an-
passen. Die Voraussetzungen, die fiir den idealisier-
ten Ansatz von P,, gelten, engen jedoch den mog-
lichen Spielraum stark ein.

Da bei einer regellosen Verteilung der Bausteine
die kleinstmoglichen Abstinde durch die Partikel-
volumina selber gegeben sind, ist der Radius der
Undurchdringlichkeitssphare ry, gleich der Radien-

summe benachbarter Teilchen:

ry=x+y, also w=¢ (vgl. Abb.4) (34)

An dieser Stelle springt die P,,-Funktion von 0 auf
den Wert 1+ 0. Durch die Guiniersche Néherung
wird diese Sprungstelle jedoch, wie die in Abb. 4
gestrichelt gezeichnete Kurve zeigt, verschmiert und
hat ihre zunichst ins Auge fallende Bedeutung in
der Streuformel verloren. (34) kennzeichnet nur
die Schwankungsbreite der ersten Rechteckfunktion
von P, , unabhingig davon, wie diese im einzelnen
beschaffen ist. Der exakte Wert des Einsatzpunktes
der Partialstatistik kann also keinen groBen Einflufl
auf das Beugungsbild haben, so dall der kleinst-
mogliche Abstand nicht notwendig durch tatsdchliche
Berithrung der Teilchen gegeben zu sein braucht,
solange er nicht systematisch um einen konstanten
Faktor grofer als z+y ist. AuBlerdem geht in die

erscheint z. B. an Stelle der quadratischen geometrischen
Mittel von w und W (dort wurde w=1 gesetzt) das qua-
dratische arithmetische Mittel dieser Parameter.
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n=20 n=1 n=2 n=23_ n = oo

2n+5 nt2 ‘
| I— R(n)L(n, aus B any 080 | 0% | 093 0,95 1,00

~ T 9 | |

2n+ 1 \
| n)L( D ) 1,08 1,03 | 1,02 1,00 1,00

3

]m —2: R( n)L( ”j ) 0.85 0,92 0.94 0,96 1,00

|

Tab. 2. Zur Vereinfachung der in den Streuformeln auftretenden Faktoren.

Streuformel (33) nur das Produkt w W/ ein, und
die Unsicherheit in der W-Festsetzung ist weitaus
grofler als der bei regelloser Anordnung wahrschein-
liche Spielraum von w, so daf} eine Beriicksichtigung
etwaiger Abweichungen vom oben festgelegten w-
Wert illusorisch wire.

Betrachten wir nun die moglichen Werte fiir die
Grenze des Wirkungsbereiches ryw. Laut Voraus-
setzung existiert nur ein Maximum der Abstands-
statistik. Das kann sich mindestens bis (z+y)/e,
hochstens bis 2 (x + y) /¢ erstrecken. Eine genauere Be-
trachtung schrinkt aber auch diesen Spielraum noch
ein: Im monodispersen Fall liegt der Schwerpunkt
des ersten Abstandsmaximums bei ro= (z+y)/e.
Da es bei ry =2 +y einsetzt, hat es eine ungefahre
Ausrechnung bis ryy=2r,—r,, daraus folgt

W=2-—¢. (35a)

Mit zunehmender Packungsdichte zieht sich das
Maximum zusammen, wird dabei immer hoher und
stellt im Grenzfall hexagonal dichtester Kreispackung
(2=m/2 V3 =0,91) praktisch eine Punktfunktion
am Orte ry~r,=2z+y dar.

In polydispersen Systemen sieht es anders aus.
Am deutlichsten iibersieht man das, wenn man
Strukturen mit gleichem mittleren Bausteinvolumen
vergleicht: Mit zunehmender Polydispersitat andert
sich bei gleichbleibender Packungsdichte die Schwer-

punktlage r; des Maximums nicht, es wird aber brei-

ter und flacher. Es beginnt bei ry<z+y und er-
streckt sich entsprechend weiter uber r, hinaus. Im
Falle sehr hoher Polydispersitit kann es sich offen-
bar im Grenzfall ¢2— 1 bis zu einer Entfernung
erstrecken, die dem Abstand entspricht, den im Mit-
tel zwei benachbarter Bausteine samt Umgebung
einnehmen. Diesem Sachverhalt trdgt man Rech-

nung, wenn man Iy = 2ty (1+¢), also

W=14+¢ (35b)

setzt. Bei dichter Packung hidngt der W-Wert also
wesentlich von der Polydispersitat ab. Abb. 7 zeigt,
in welchem Bereich Iy variiert, wenn man vom An-
satz (35a) zu (35b) iibergeht. Fiir ¢2 = 0,7 wird
die W-Abhéangigkeit sehr betrédchtlich, und man hitte
von Fall zu Fall zu untersuchen, welcher W-Wert
den physikalischen Sachverhalt richtig wiedergibt.

12
1 b
08} / .
%6 N //>>
92|t B Wy,
1 o= 2
u X_a_ ——

Abb. 7. —[Iyy+1Iy,] fiir g=0,3. Innerhalb des schraffierten
Gebietes dndern sich die /rp-Kurven, wenn man vom Ansatz
W=1+¢zu W=2—¢ iibergeht. —-— W=1+¢;
————— W=2—c¢.

Auf diese Komplikation soll nicht eingegangen wer-
den, zumal auf Realstrukturen hoher Dichte die
Modellvorstellung diskreter globuldrer Teilchen nicht
mehr zutreffen diirfte (vgl. § 4). Mit abnehmender
Packungsdichte jedoch wird das Abstandsmaximum,
unbeschadet des unterschiedlichen W-Wertes, nach
beiden Ansédtzen immer ausgedehnter und flacher:
Im Grenzfall e2— 0 geht ryy— o und 06— 0, man
erhdlt den DeByeschen Ansatz fir P(r), Abb. 3a,
der bei verdiinnten Systemen (Gas) berechtigt ist
und zu richtigen Ergebnissen fithrt. Fiir unsere Be-
trachtungen bis €2~0,5 stellt W eine fast ,,struktur-
unempfindliche“ Grofle dar. Im Rahmen der Beob-
achtungsfehler werden die experimentellen Kurven
durch beide W-Ansitze (35a,b) wiedergegeben.
Die in Abb. 7 zu ersehenden Unterschiede zwischen
den Kurvenpaaren &ndern sich mit variierender
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Polydispersitat nur geringfiigig. Dal im folgenden
willkiirlich der Ansatz (35b) verwendet wird, ge-
schieht aus 3 Griinden:

1. Die Diskussion des monodispersen Grenzfalles
(§ 10a) zeigt, dall sich zwanglos damit eine Giil-
tigkeitsgrenze fiir die Streuformel ergibt, die phy-
sikalisch sinnvoll ist und durch ein Ergebnis aus
der parakristallinen Theorie ?® bestatigt wird.

2. Die Rechnung mit Ansatz (35b) erméglicht eine
Vereinfachung, die in § 10a ersichtlich wird.
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3. Man setzt den Flissigkeitseffekt auf alle Fille
gerade bei dichteren Packungen stirker in Rech-
nung als mit dem Ansatz (35a).

§ 10. Diskussion des theoretischen Kurven-
verlaufs (Abb. 8)

Normiert man die Streuformeln (20) und (33)
derart, da3 /p(0) =1, und setzt man die Parameter-
werte (6), (19) und (34) ein, erhilt man:

Ip=1/(1+ k)92 = _W22(n+1,5) k(1 +ak?)"3,

Iz n+1 |
=0 fir n<1
mit W=1+e¢, a=%+0,5, k=te,

Abb. 8 veranschaulicht die Kurvenverldufe fiir einige
Beispiele. Zunéchst soll der monodisperse Grenzfall
untersucht werden, der einige instruktive Folgerun-
gen gestattet.

1
s
T 08 24
I Iptl ( €%g1)
N,
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92r N/ N ——

o i‘?'_'.-—ZIS 7 ﬁ

Abb. 8. Die theoretischen Intensitdtskurven nach den Gl.(36) :

(Ip=Ir;+1Irs) ; 8=0,75 (n=0), ——— g=0,3(n=5).

Jeweils die reine Partikelstreuung /p und die Gesamt-

kurven (ohne Iv) bei zwei verschiedenen Packungsdichten.

—+—+—+— die Komponenten (—If,) im Falle g=0,3;
fiir g=0,75 verschwindet If, .

a) Monodisperser Grenzfall

Mit Hilfe des bereits fiir /p benutzten Grenziiber-
ganges (23) erhilt man aus (36) fir n—oc:

Iy = —W2(uR)2 e ®R)?a2,

Ipp— — g2 e~ @Rar. [} _ W @R (37)
3 2
Das Minimum der Kurve 7y + Iy, liegt bei
WR)p2=2/a—e/(W2—eW/2)  (38)

— —e2 "1/ +ak2)r1] = % (n+1) k‘-’/(1+ak2)"+2} fiir n>1,

(36)

und verschiebt sich mit wachsender Packungsdichte
nur geringfiigig (vgl. Tab. 3). Die Hohe des Mini-
mums im Verhilinis zum Wert von Ip an dieser
Stelle ist dagegen mit €2 sehr veranderlich. Wihrend
es fir €2=0,1 nur etwa —30% des Ip-Wertes aus-
macht, ist fiir €2~0,6 bereits der Betrag von Ip er-
reicht. In diesem Grenzfall fallt also die Gesamt-
kurve vor ihrem ausgeprigten Maximum bis nach
0 ab. Fiir groBere Packungsdichten liefert die For-
mel negative Intensitdten. Der Grund dafiir liegt in
dem fiir monodisperse Systeme groBerer Dichten
unzuldssigen Ansatz, Abb. 4, der nur ein Maximum
der Abstandsstatistik enthélt. Das Auftreten negati-
ver Intensititen nach (36) zeigt also an, dal} die
Giiltigkeitsgrenze tiiberschritten ist. Sie liegt bei
monodispersen Systemen bei

2<0,6 fir g=0. (39)

Wie sich spiter zeigt, verschiebt sich diese Grenze
mit zunehmender Polydispersitit schnell nach grofe-
ren Packungsdichten. Der durch (39) gegebene
Grenzwert ist physikalisch sehr verniinftig, da fir
£2=0,6 noch so viele Freiheiten in der Aneinander--
lagerung der Teilchen bestehen, dal P(r) nur ein
diffuses Maximum enthélt, was man folgendermafen
einsehen kann: Hexagonal dichteste Packung fihrt
bei gleich groflen Kreisscheiben auf eine Packungs-
dichte von 0,91. Erhoht man das den Teilchen bei
dieser Dichte zustehende Gesamtvolumen um 50%,
fallt die Packungsdichte auf ¢2=0,6, und der Ab-
stand benachbarter Kreisscheibchen betrdgt im sta-
stitischen Mittel von Schwerpunkt zu Schwerpunkt
2x/e=1,3-2z. Die mittlere relative Abstands-
schwankung benachbarter Teilchen hat demnach
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e? 0,1 0,3 0,5 0,7
W l14+e¢ | 2—¢ 1+ ¢ 2—¢ 1+¢ 2—¢ 1+ ¢ )
‘ T T ,
(uR)¥ } 0,63 0,55 0,67 | 0,68 0,68 ' 0,68 069 | 0,49
(u R)¥1 | 0,66 0,59 0,78 | 0,80 083 | 093 0,86 1,02
Iy ‘ 0,28 0,37 0,57 | 0,53 0,80 i 0,62 1,02 0,73
I¥1 028 037 054 | 0,50 0,74 | 0,54 0,92 0,52
Qr 0,31 ; 0,40 0,63 0,60 0,90 | 0,69 1,15 0,79
Qr1 0,30 } 0,40 I 0,62 3 0,58 | 0,88 | 0,67 1,10 0,69
! | | ! |

Tab. 3. Abszissen (z R) und Ordinaten der Minima I und /r1 sowie das Verhiltnis Q dieser Werte zum dortigen Ip-Wert,
jeweils mit den beiden W-Ansitzen (35 a, b) berechnet, fiir den monodispersen Grenzfall (g=0) nach den Gln. (23) und (37).

schon den Wert (1,3 —1)100=30%. Aus der Theo-
rie des idealen Parakristalls (Hosemany 2?) ist be-
kannt, da dann nur noch die Reflexe (100) usw.
auftreten, die Reflexe (200) usw. aber bereits im
diffusen Untergrund verschwinden. In diesem Falle
hat dann die Abstandsstatistik praktisch nur noch
ein Maximum bei etwa 1,3-2x, und der Ansatz,
Abb. 4, wird sinnvoll.

Im Gegensatz zu (39) liegt die Giiltigkeitsgrenze,
von der ab negative Intensitdten entstehen, beim
DeBye-Ansatz (Abb. 3a) bereits bei &2 =0,125.

Aus Tab. 3 ist zu entnehmen, dafl Lage und Hohe
des Ip-Minimums um so mehr ausschlieBlich von der
Komponente Ir; bestimmt werden, je geringer die
Packungsdichte ist. Insbesondere spielt es — selbst
bei groflen Packungsdichten — keine Rolle, ob man
das Verhiltnis Qp = Ir/Ip oder Qp;=Iyi/Ip betrach-
tet. Da spater nur die Hohe dieses Minimums im
Verhiltnis zum Wert der reinen Partikelstreuung an
dieser Stelle in die Auswertung eingeht, geniigt es
also, sich auf die Diskussion der Iyi-Komponente
zu beschrianken. Im polydispersen Fall wird /s fiir
den Verlauf von /i in Minimumnihe noch unwesent-
licher und korrigiert die Flissigkeitsstreuung bei
kleinen Winkeln nur derart, dal die Nullbedingung
(4) erfiillt wird. In Tab. 3 sind ferner die Werte
eingetragen, die unter Benutzung des Ansatzes
W =2 —¢ entstehen. Merkliche Abweichungen tre-
ten erst fir ¢€2>0,5 auf. Wahrend beim Ansatz
W =1+¢ die Vernachldssigungen von Ir; Werte
liefern, die zwischen den durch beide Ansitze ge-
gebenen Grenzkurven liegen, wirde mit W =2—¢
eine Vernachldssigung von Ips Daten ergeben, die
aus dem giltigen Iy-Spielraum herausfielen. Aufler-
dem liefert W =2 —¢ nicht den physikalisch sinn-
vollen Giiltigkeitsbereich (39), sondern stets posi-
tive Intensititen, selbst im Grenzfall ¢2— 1. Da
dann aber mit Sicherheit mehrere Fliissigkeits-

maxima auftreten wiirden, die die Formel nicht wie-
dergibt, miilte man nach einem anderen Giiltigkeits-
kriterium suchen. Daher erscheint der gewihlte An-
satz W =1+ ¢ zweckmaBig.

b) Die Komponente Iy,

Iy2(0) =&292/v® kennzeichnet den Ordnungszu-
stand des streuenden Systems (vgl. §2). Da der
Wert stets grofler als (—1) ist, bewirkt er ein Ab-
sinken der Streukurve gegeniiber dem Ip(0)-Wert.
Im Grenzfall monodisperser Systeme und & — 1
wird Ip(0) +715(0) =0. Mit wachsendem £k fallt
Iys schnell ab, geht bei

9

A =
ko2

s

durch Null und ist danach praktisch vernachlassig-
bar, da ihr flaches Maximum bei etwa 2 k> sich nur
noch auf hochstens das 0,125-fache des dortigen
Iy-Wertes erhebt, wie folgende Abschétzung zeigt
(fir n>1):

Ir22ky®) _ e(n=1)(n+2) [y}, &
Ir1(2k?) AW+l (+15) |  2Q2+m) W

&
<:7 <0,125.

Fiir groBere & kompensiereen sich Iy; und Ips weit-
gehend wegen ihres unterschiedlichen Vorzeichens.
Aber bereits schon im negativen Gebiet kann />
gegen Ij; vernachlissigt werden. Betrachtet man den
Ort k,, des Iy;-Maximums [Gl. (40)], so gilt:
Ipa(km) & (n—1) (n+3)® 1 05¢
Ips(km) W (n+1) (1+15) (n+2) [ﬁiﬁi«i

< %0,25<0,125 .

Lage und Form des /y;-Maximums werden also
durch /s kaum noch veriandert. Berticksichtigt man,
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daf} der Bereich kleiner Winkel bei uns durch die
Volumstreuung iiberlagert ist, geniigt es, im beob-
achtbaren Bereich Ir; als Fliissigkeitskomponente zu
betrachten. Lediglich im rontgenographischen Fall,
wenn man Nullwertbetrachtungen anstellt, ist Ips
von Bedeutung.

¢) Die Iy;-Komponente

Diese Kurve fillt mit wachsendem k%, von Null
ausgehend, schnell ab und hat bei !

kn2=1/a(n+2)

ein Minimum, das um so tiefer und steiler verlauft,
je groBer n und & sind. k, variiert mit wachsen-
dem &2 nur wenig und ist daher fiir die Auswertung
keine aufschlulreiche Grofle. Interessanter ist die
Hohe des Minimums im Verhéltnis zum dortigen
Ip-Wert:
Q = Iy (k) [ Tp (Fwm) (41)
Der mathematische Zusammenhang von Q mit &2
und g ist sehr uniibersichtlich, darum sind in Tab. 4
einige Q-Werte angegeben. Danach gilt folgende ein-
fache Naherungsformel
e2~0,7Q(1+g% —0,1. (42)

Tab. 4 kann man auch die Giiltigkeitsgrenze der
Formeln (33) entnehmen: @ >1 bedeutet negative

(40) -
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Abb. 9. Die durch die Kurven gekennzeichneten Parameter-
paare gehoren zu Streukurven, die gerade eine horizontale
Wendetangente besitzen. Die Giiltigkeitsgrenze folgt aus
Tab. 4. &* bzw. & = Packungsdichte; g = Polydispersitit;
————— Giiltigkeitsgrenze der Formeln. A Gebiet mit Fliis-
sigkeitsmaximum; B Gebiet ohne Maximum.

maximum aufweist. Als Kriterium wihlt man zweck-
milig alle jene Grenzkurven mit den Parameter-
paaren (¢2,g), in denen die Einbuchtung durch I
gerade eine horizontale Wendetangente liefert. Dif-
ferentiation und Auflésung nach £ ist der unter-
schiedlichen Exponente wegen [Gl. (33)] zu um-
stindlich. Darum sollen die Steigungen der Einzel-

Gesamtintensitit in Minimumnihe. Das dann zu kurven mp und mp untersucht werden.
‘ e? & e? & { ‘: & i e? | & 1 e? [ &
g — —— | S - ! I — —— - SR
| 0,1 | 0,3 0,5 ; 0,7 1,0
075 | 020 | 017 040 | 0,38 05 | 056 | o071 | 073 094 | 095
0,53 | 0,23 ; 0,21 047 | 0,46 0,66 ’ 068 | 083 | 0,87 1,10 | 1,15
0,42 | 025 | 0,23 0,51 1 0,51 071 | 076 = 089 | 0,98 1,17 | 1,27
030 | 027 | 025 0,55 0,55 077 | 080 098 | 1,03 126 | 135
0 ‘ 0,30 i 0,32 0,62 0,70 0,88 1,02 1,10 | 1,30 1,44 1,70

Tab.4. Q [Gl. (41)] in Abhéngigkeit von Packungsdichte (II- und III-dimensional) und Polydispersitdt. Fiir Parameter-
kombinationen, zu denen ein Q > 1 gehort, sind die Streuformeln nicht mehr giiltig.

wenig polydisperse bzw. zu dicht gepackte System
wird nicht mehr durch den Ansatz Abb. 4 beschrie-
ben. Auf Abb.9 ist die Giiltigkeitsgrenze eingezeich-

net.

d) Grenzbedingung fiir diskontinuierliche
Kleinwinkelstreuung
Es soll untersucht werden, unter welchen Bedin-
gungen die Gesamtkurve Ip+ Iy ein Flissigkeits-

41 ygl. Anm. 4, S. 20.

Soll der abfallende Verlauf von I durch ein Mini-
mum und ein anschlieBendes Maximum unterbrochen
werden, mul} irgendwo mp + mp >0 werden. Da mp
stets negativ ist, kann das nur im Bereich des aufle-
ren Ip-Astes geschehen, fiir den mp>0 ist. Wird
die maximale positive Steigung mpy., am Wende-
punkt von I absolut groer als mp an dieser Stelle,
liegt sicher ein Maximum der Gesamtkurve vor.
Ist mppax<|mp|, konnte an anderer Stelle noch
ein Maximum auftreten. Dazu miifite jedoch mp
auflerhalb der Wendepunktabszisse von Iy schneller
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abnehmen als my . Das ist nicht der Fall. Nach klei-
neren Winkeln hin steigt |mp] an, mit groferen
Winkeln geht /Iy wenigstens anndhernd so schnell
nach Null wie /p, im allgemeinen sogar weit schnel-
ler. Danach sind die Grenzkurven, an die sich hori-
zontale Wendetangenten ziehen lassen, gegeben durch
Myppax +mp=0. Die Kurvenschar, die dieser Be-
dingung geniigt, wurde berechnet; die dazugehori-
gen Parameterkombinationen (g, e?) bzw. fiir den
dreidimensionalen Fall (g, %) sind als Kurven in
Abb. 9 dargestellt. Koordinatenpaare oberhalb der
Kurven gehoren zu Intensitdtsverldufen, die ein
Maximum aufweisen, die darunterliegenden gehoren
zu maximumlosen Streukurven. Als Faustregel gilt

H. HINTENBERGER UND L. A. KONIG

fiir das Auftreten eines Fliissigkeitsringes:

24+01>g

(IT-dimensional)

83>g

(IIT-dimensional)

(43)

Diese Beziehungen werden durch die experi-
mentellen Kurven (II, Abb.6—9) gut bestitigt.
Die dreidimensionale Beziehung hat bereits Hosk-
MANN 1 auf Grund seiner Abschitzung als Kriterium
dafiir angegeben, daf} sich sein Auswertverfahren
nach reiner Partikelstreuung anwenden 1iBt. Bei der
Besprechung der Auswertmoglichkeiten (II, § 5 d)
wird sich herausstellen, dafl mit Hilfe einer Korrek-
tur fast immer eine Auswertung nach Partikel-
streuung moglich ist, auch wenn &3> g ist.

Uber die Bildfehler in doppelfokussierenden Massenspektrometern
und Massenspektrographen

Von H. HintenBerGER und L. A. Konic

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Chemie, Mainz
(Z. Naturforschg. 12 a, 140—147 [1957] ; eingegangen am 10. Dezember 1956)

Unter Vernachldssigung der Wirkung der Streufelder werden die Koeffizienten der von ae? ae
und ? abhingigen Bildfehler By, By, und B, fiir Apparate, die aus einem elektrischen Radialfeld
und einem dahintergeschalteten homogenen Magnetfeld bestehen, berechnet und die Bedingungen
fiir die Korrektur dieser Bildfehler angegeben. Insbesondere werden die Bedingungsgleichungen fiir
vollstindige Doppelfokussierung zweiter Ordnung fiir solche Instrumente abgeleitet. (ae=Offnungs-
winkel, f=Av/v, = relative Geschwindigkeitsabweichung.)

Da sich durch Anwendung des Prinzips der Dop-
pelfokussierung ! sowohl eine Erhohung des Auf-
lIsungsvermogens als auch eine Steigerung der
Lichtstarke erzielen 1dft, finden doppelfokussierende
Instrumente in der Massenspektroskopie in steigen-
dem Ausmal} Verwendung.

Uber die Bildfehler in solchen Instrumenten liegen
bereits einige Arbeiten vor. So hat Carran? nach
einer eingehenden Untersuchung iiber die Bildfehler
homogener magnetischer Sektorfelder bei senkrech-
tem Ein- und Austritt sowie bei beliebigem Ein-
tritt und fast senkrechtem Austritt auch die Ab-
bildungseigenschaften Feldkombinationen
mit einem Ablenkwinkel ¢, =7/}/2 im elektrischen
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Feld und senkrechtem Austritt des Hauptstrahls aus
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